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Chapter 7  Linear Algebra 
    Matrices(矩陣)、Vectors(向量)、Determinants(行列式) and  

Linear Equations 線性方程式。 

7-1 矩陣：將一群數有規則排列成長方形陣式，並以    或    包圍之。 

例如﹕ 







 456

321
, 








1

b
,［a1 , a2 , a3］, 








 5

2

i

i
 

 

應用於 線性系統矩陣方程式 
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m×n 矩陣 (m 列、n 行)之定義 : 

 

 

A=〔aij〕=                               aij 代表位於第 i 列第 j 行之數 

                                        稱為 A 之元素(element) 

 

常見矩陣之種類: 

1. Column matrix(行矩陣) 

           (vector) 

         

      b= 

 

 

2. Row matrix(列矩陣)(vector) 

    a=〔a1,a2,a3,……,an〕 

3. Square matrix (方陣)  m = n (行數等於列數) 

4. Triangular matrix(三角矩陣) 

 

                               

               下三角矩陣                      上三角矩陣 

 

5. Diagonal matrix(對角矩陣) 
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6. Unit matrix(單位矩陣) 

 

  I= 

 

7. Transpose matrix(轉置矩陣) 

    m×n 之行列互換為 n×m 

A= 
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
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8. Symmetric matrix(對稱矩陣) 

    AT=A  或 A= AT 

    (aji=aij) 

 

    A= 

 

9. Skew-symmetric matrix(反對稱矩陣) 

                      AT= -A 

A=                  aji= -aij 

                      若 i=j , aii= -aii   2aii = 0   aii = 0 

  任一實數方陣 A 可變成一對稱矩陣 R 和一反對稱矩陣 S 之和。 

         ASRASAR AA TT 
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矩陣之相等性 A=B (ajk = bjk) 

             a11= b11, a22= b22 … a mn=b mn 

矩陣之加法(同為 n×m 矩陣) 

   A+B= 

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純量相乘：  為純量     A= 
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7-2 矩陣相乘(matrix multiplication) 
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矩陣相乘的先決條件為 A 之行數 =B 之列數 

   A=   矩陣nm a jk
    B=   矩陣pr b 

jk
 

n = r 成立，方可相乘 

AB = C   =>   C jk
= babababa nkjnljlj
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＊矩陣相乘 
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B3x1 A2x3 →不存在(沒有定義) 

AB≠BA 

AB= 0 不代表 A= 0 或 B= 0 
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AB=AC   B= C (不成立) 

＊ Linear Transformation (線性轉換) 

    

                                Y=AX=A(BW)=(AB)W=CW 

                                (C=AB) 

 

 

Matrix determinants(矩陣行列式): 由方陣 A 之元素所形成之行列式 

行列式值 (Determinants) 

D=detA= A    A=   陣方
nnjka


  

2×2 矩陣(二階行列式值)  aaaa
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  3×3 矩陣(三階行列式值) 
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四階行列式  矩陣44  
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D= detA 

 

 

行列式之一性值： 

  (i) 行列式可換行或換列，其行列式絕對值不變。 

  (ii)若有二列或二行元素成比例，其行列式值為零。 

Ex: 
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7-3  Linear Systems of Equations, Gauss Elimination 高斯消去法 

   Linear System 

Ax=b 

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

mnmnmm

nn

nn















2211

22222121

11212111

 

1

1

1

1

21

22221

12111





























































mmnn
nmmnmm

n

n

b

b

x

x

aaa

aaa
aaa

BXA 









 

＊ 矩陣列運算(row operation)等同於消去法 

矩陣列運算簡化矩陣(reduced matrix)基本列運算，對 A 之諸列向量之處理有

三種基本運算 

(i) 列調運算 rij(表示 i 列和 j 列互調) 

(ii) 倍乘運算 ri
k (表示 i 列×k 倍) 

(iii) ★加入運算 ri
k

j   (k≠0) 

(i 列×k 倍加入 j 列) 

  Ex:    
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X1=17 

    X2=-11  

＊Linear Independence and Dependence of Vectors 線性獨立和相依之向量組合 

有一 aaa m


21
, 之向量組合，若 ccc m


21

, 為不全為零的數 

且方程式 0
2211

 acacac mm
  

則稱  aaa m


21
,  為一線性相依組合 

若  aaa m


21
, 中沒有向量可由其他向量組合而成，則為線性獨立。 

Ex1: i, j, k,-i+4j-3k 

    C1i+C2j+C3k+C4(-i+4j-3k)= 0 

    C1=1   

    C2=-4              ＊ -i+4j-3k 可由其他向量所組合而成 

    C3= 3                故此向量組為線性相依 

    C4=1   

 

Ex2: 

 

 

 

                           故為線性相依 

亦可用行列式判斷是否為線性相依或線性獨立 

       

          ＝0 故為線性相依 

           ≠0 則為線性獨立 

 

用行列式值判斷 

  


 0862

201
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021

,, CBA 線性相依 

7-4 Rank a Matrix(矩陣之秩) 

矩陣 A=  a jk  之最大獨立列向量之個數 

即為秩(Rank)或因次(Dimension) 
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)列運算(
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13 故 Rank 為 2 

Rank of a Matrix  (矩陣之秩) 

＊於一(m×n)矩陣 A 中有一 ( r×r )  nm及r  之矩陣之行列市值不為零，而所

有    1r1r  之部分矩陣行列式均為零，則矩陣之 Rank 為 r。 

Ex: 
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   有兩個獨立之列向量，故 Rank A = 2 

2.  A=    0-1
43
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                             故 Rank A = 2 

Ex: 

   A= A Rank求
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所有 3×3 矩陣 
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之行列式值均為零 

 

任一 2×2 矩陣 0-26-4
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7-5 Solutions of Linear Systems Existence, Uniqueness  
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AX=B ,  A  

 

定義：Augumented matrix  bAA 
~
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若 Rank A = Rank( A
~

) 有解 

→ 1. 若 A 為 n×n 矩陣，Rank(A)=Rank( A
~

)=n   

     則有單一解(n= r) 設 r 為獨立列向量個數 

   2.若 n ﹥r , Rank( A
~

) = Rank(A)=r 則有無限多組解 (m×n 矩陣) 

   3.若 Rank(A)﹤Rank( A
~

)無解 
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Ex1-2: 

     矛盾方程式無解 1ARank2A
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Ex1-3: 



 

 

8

8

   
-11x,17x

11-

17

10

01

1

7

32

43

2,ARankARank

132

743
A,

32

43
A

1x3x2

7x4x3

21

21

21













 









































列運算

單一組解
~

~

 

Ex1-4 
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7.3 Solve System of Linear System(解出線性系統方程式) 

(i) Gauss elimination (高斯消去法) 

(ii) Cramer’s rule (n 個方程,n 個未知數) 

   Ax = b 且有單一組解 
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(i)Gauss elimination (高斯消去法) 

Ex1:





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xx  利用列運算方式求解 
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Ex3:Ax=b 
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Ex4: (HW) 
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7-6 Vector-space(向量空間) Dimension (因次) Basis (基底)  

Dimension (因次)：最大線性獨立之向量個數 

Basis(基底)：一線性獨立之組 V 包含最大可能獨立向量之數目，此獨立向量組稱
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Ex1: 所有向量為 R3，使得 2V1+3V3=0,V3=
3

2
 V1 

   

    2 01,0,,20,3,-

vvvvvvvv

為基底，因次為則

0,1,0
3

2
,0,1

3

2
,,,, 21321321 






 






 

 

 
Ex2: 在 R3 之空間以 i、j、k 為基底。 

Ex3: 所有向量為 R3 之空間，使得 2x+3z=0 

    

   

  為基底則 01,0,,
3

2
-0,1,

0,1,0
3

2
,0,1

3

2
,,,,,

3

2



























 yxxyxzyxxz

 

7-7 Determinants , Cramer’s Rule  (行列式值) 

   A 為方陣(square matrix) 

 

           ↘A 之行列式值 

D= det A = 0 (singular matrix) 奇異矩陣 

不能做反矩陣。裡面的某些列向量不是線性獨立(某些列向量是線性相依)。 

＊行列式之ㄧ般性質： 

  (i) 行列式可換行或換列，其行列式絕對值不變 

  (ii) 若有二行或二列元素成正比，其行列式值為零 (∵線性相依) 

     ＊行列式不管經過幾次列運算，其值不變。 

  Ex: 

      

 

＊常見行列式值之性質： 

  AB≠BA 

 (i) 

 (ii)detA
T
= detA  (∣A

T
 ∣=∣A∣) 

  Ax = b                 

  A-1Ax=A-1b               A 有反矩陣之條件：1.需為方陣 

  x=A-1b                                     2.det A≠0 

6-8 Inverse of a Matrix (反矩陣) , Gauss-Jordan Elimination 

   若 A 為以 n×n 矩陣，且 detA≠0 (det A= 0, singular matrix) 

   AA-1=A-1A=I(其中 A-1 為反矩陣) 

    TjkAadj
A

A
det

11   

  矩陣,det
nnjkaAAAD




BAABBAAB 

  12044312
01

62
0

21

42
3

20

46
1

201

462

031










D
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               ↘從屬矩陣(adjoint matrix) 

   (Rank A = n 或 det A≠0 為必要條件 )         detA=0,則 RankA≠n 

2×2 矩陣                             


































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
 
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Aaa
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A
A

aa
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A

T

1121

1222

1112

21221

2221

1211

det

1

det

1
,  

Diagonal matrix (對角矩陣) 






















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



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
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a

a

a

A

a

a
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DA

nn
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0

0

1
0
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1

,

0

0

0
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22

11

122

11

















 

3×3 matrix (矩陣) 

Ex: 

 

 






































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




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




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
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
















2-51-

714-7

683-

27-6

514-8

1-73-

01-

21

31-

41
-

30

42
13

21
-

2-3

41

2-1

42
-

13

01-

2-3

31-
-

2-1

30

adjA

251-

714-7

683-

7

1
adjA

detA

1
A

7

2-13

301-

421

detA,

2-13

301-

421

A

T

T

T

T1-  

＊反矩陣之性質公式 

 
 

 
   T1-1-T

1-

1-1-1-

-11-

AA

IACAC

ACAC

AA









 

linear system 之應用 

   Ax=b                              

   A-1Ax= A-1b                         

x=A-1b 

利用 Gauss-Jordan Elimination 求 A-1 

 

   
 A    I 

IAAAIA

1-

1-1-A
-1



 乘



 

 

13

13

Ex 2: 
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Application of matrix multiplication 

Ex. Stochastic matrix, Markov process,在 2004 年一面積為 60 平方哩的城市，其土

地使用情形為 

       I   商用用地   25%  

       II  工業用地   20% 

       III  住宅用地   55% 

假設五年期的轉移機率為  

      至 I   至 II   至 III 

                            由 I 

                            由 II 

                            由 III 

求 2009,2014,2019 的土地使用情形。 

解： 由矩陣 A及 2004 的情形可得 2009 的情形為 

       I    %5.19550201.0257.0    

       II   %0.34552.0209.0252.0   

       III  %5.46558.0200251.0   

 

令行向量表 x表 2004 的情形，卽 xT=  55  20   25 ，再以 y表 2009 的情形，則 
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








8.001.0

2.09.02.0

01.070.

A

   5.46345.19

8.001.0

2.09.02.0

01.07.0
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同理，2014 年及 2019 年的情形分別為 

   

 

 

答： 

 

          

          

Example for AHP 

      A.X = λX  

   
   025.33660.50315.16

15.398.4305.17
32

2





AxAAxAzu

AxAAxAyz
TTTTT

TTTTT

2009 年時商業用用地佔 19.5% 

         工業用地佔 34.0% 

         住宅用地佔 46.5% 

2014 年時商業用用地佔 17.05% 

        工業用地佔 43.8% 

        住宅用地佔 39.15% 

2019 年時商業用地佔 16.315% 

         工業用地佔 50.660% 

         住宅用地佔 33.025% 


