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第 7 章 線性代數：矩陣，向量，行
列式，線性方程組
7.1  矩陣，向量：加法與純量乘積

7.2  矩陣乘法

7.3  線性方程組，高斯消去法

7.4  線性獨立，矩陣的秩，向量空間

7.5  線性系統的解： 存在性，唯一性

7.6  參考用：二階與三階行列式

7.7  行列式，柯拉瑪法則

7.8  反矩陣，高斯—喬丹消去法

7.9  向量空間，內積空間，線性轉換（選讀）
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定理 1  線性系統的基本定理
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定理 1  證明

(a) 我們可將系統 (1) 寫成向量形式 Ax ＝ b 或由 A 的行向

量 c(1), …, c (n) 來表示：

(2)

係由 A 加上單行 b 擴大而得。因此，根據 6.4 節定理 3，rank 
A 等於 rank A 或 rank A＋1。現在若 (1) 式有一解 x，則由 (2)
式顯示 b 必為這些行向量的線性組合，如此，A 與 A 具有相

同的線性獨立行向量的最大數目，故其秩也相同。

反過來說，若 rank A ＝ rank A，則 b 必為 A 的行向量的線

性組合，例如

(2*)
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定理 1  證明

否則 rank A＝ rank A＋1。但是 (2*) 式意表 (1) 式有一解，即

x1 ＝ α 1,…, xn ＝ α n，此可由比較 (2*) 式與 (2) 式看出。

的線性獨立行向量的最大數目，故其秩也相同。

(b) 若 rank A ＝ n，則根據 6.4 節定理 3 知 (2) 式的 n 個行

向量為線性獨立。那麼我們可稱說 b 的 (2) 式為唯一表示。

原因是：

此暗示（將所有項移至左邊加上一負號）
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定理 1  證明

以及根據線性獨立知 x1－x1 ＝ 0,…, xn－ xn ＝ 0。不過此意味

著 (2) 式的純量 x1,…, xn 可定出唯一值。亦即，(1) 式的解為

唯一解。

(c)若rank A ＝ rank A ＝ r ＜ n，則根據 6.4 節定理 3 知，

有一由 A 中 r 個行向量構成的線性獨立集合 K，使得 A 中的

其他 n －r 個行向量為這些向量的線性組合。將行和未知數

重新編號，而以 表重新編號的量，即使得 為

線性獨立集合 K，於是 (2) 式變成

為 K 的向量之線性組合，
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定理 1  證明

也是。以 K 的向量來表示這些向量，並整理這些項，於是可

將以上系統寫成

(3)

其中 ，而β j 得自 n－r 項中

；式中 j ＝1, … , r。
(d) 此已在 6.3 節論述過，此處當作備忘。
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齊次線性系統

由 6.3 節知，若所有 bj 都為零，則稱線性系統 (1) 為齊次

（homogeneous）；而若至少有一 bj 不是零，則屬非齊次

（nonhomogeneous）。我們由基本定理，得到下列齊次系統

的結果。
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定理 2  齊次線性系統
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恆存有平凡解（trivial solution）x1=0,…, xn=0。若且唯若

rank A＜n，則存在非平凡解。當 rank A= r＜n 時，這些非

平凡解以及 x = 0（平凡解）構成 n－r 維的向量空間（見6.4 
節），稱為(4)式的解空間（solution space）。

特例，若 x(1) 與 x(2) 為(4)式的解向量，則 x = c1x(1)＋c2x(2)
恆為(4)式的解向量，其中 c1 與 c2 為任意純量（此點在非齊

次系統並不成立，同時，解空間只適用在齊次系統）。
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定理 2  證明

第一個論點可從系統直接看出。此點又符合 b ＝ 0，意指

rank A ＝ rank A 的事實，以致齊次系統恆為相容。若 rank A
＝ n，則依照定理 1 的 (b) 知平凡解為唯一解。若 rank A＜ n，
則根據定理 1 的 (c) 得非平凡解。

這些解構成向量空間，因若 x(1) 與 x(2) 為任意其中向量，則

Ax(1) ＝ 0, Ax(2) ＝ 0，則此點暗示 A(x(1)＋x(2)) ＝ Ax(1)＋Ax(2)
＝ 0，以及 A(cx(1)) ＝ cAx(1) ＝ 0，其中 c 為任意數。

若 rank A ＝ r ＜ n，定理 1 (c) 暗示我們可選取 n－r 適當的

未知數，通稱為 xr＋1,…, xn，再依此種方式求得每一解。因此，

解空間的基底，簡稱 (4) 式的解基底（basis of solutions），

為 y(1),…, y(n－r)，其中基底向量 y(j) 係藉選定 xr＋j ＝1 
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定理 2  證明

與其他 xr＋1,…, xn 為零求得；如此解得此解向量的對應前 r 個
分量。因此 (4) 式的解空間為 n－r 維。證得定理 2。

(4)  式的解空間亦稱為 A 的零核空間，此因 (4) 式的解空間

的每一 x 均成立 Ax ＝ 0，其維度稱為 A 的核維數。所以定

理 2 陳述為

(5)

其中，n 為未知數的個數（A 的行數）。

再者，根據秩的定義得 (4) 式的 rank A ≦ m。因此，若 m
＜ n，則 rank A ＜ n。定理 2 的此點在實務上頗為重要。
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定理 3  方程式少於未知數的齊次線系統
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非齊次線性系統

接下來是相當簡單的線性系統 (1) 式的所有解特性。
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定理 4  非齊次線性系統
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定理 4  證明

(1) 式中任兩個解的差 xh ＝ x－x0 為 (4) 式的解，此因為

Axh ＝ A(x－x0) ＝ Ax－Ax0 ＝ b－b ＝ 0。既然 x 為 (1) 式之

任意解，若在 (6) 式取 (1) 式的任意解 x0，且以 xh 變動 (4) 式
的所有解空間，則得到 (1) 的所有解。


